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ダランベールの原理

問）ダランベールの原理について述べよ。

（回答）フランスの数学者（ ）は、（ ）
の問題を（ ）の問題として扱えることを発見した。これを
（ ）の原理という。この原理に従うと、仮
想仕事の原理を静的平衡の問題から運動の問題へと拡張す
ることができる。



疑似逆行列と最小二乗解



疑似逆行列と最小二乗解



第9回
動力学



動力学

• 動力学の意味と必要性
• マニピュレータの運動方程式の導出法

• ラグランジュ法
• ニュートン・オイラー法

• マニピュレータの動力学上の特徴と利用法

• 応用話題：ニューラルネットワークによる動
力学モデルの表現



動力学



運動方程式の利用法
1. 逆動力学問題（制御に）

1. 目標軌道が既知で、駆動トルクを求める問題
2. 計算法：軌道、速度、加速度を求めて、
1. ラグランジュ法による運動方程式に代入
2. ニュートン・オイラー法による運動方程式に代入

1. 計算量が少ない（6自由度の場合、約１／80）

2. 順動力学問題（シミュレーションに）

1. 駆動トルクが既知で、運動軌道を求める問題
2. 計算法：同様二つ、ニュートン・オイラー法による運動方程式のほうは計算量が少

ない



運動方程式導出法の比較表

ニュートン･オイラー法 ラグランジュ法

長
所

1.（ ）量が小さい

2.（ ）に
有効

1.簡潔な（ ）方程式が得ら
れる
2.（ ）座標を使用出来る

3.力学パラメータの（ ）
性への影響を解析的に調べられる

短
所

導かれる運動方程式が
（ ）

（ ）量で不利



運動学と静力学の応用
マニピュレータの運動制御，すなわちその手先を空間の
１点から他の点に移動する場合

•運動学を用いて目的の手先の位置に対応する関節角を
求め，各関節において位置制御などを行えば，目的とする
運動を実現することが可能

非常に運動がゆっくり

•手先において静的な力を発生し，環境にあるものを
押すようなときも同様に各関節で必要となるトルクを
ヤコビ行列の逆行列を用いて求め，各関節を力制御
すれば実現可能



運動学、静力学を用いた運動・力制御の限界

手先位置や手先で発生する力を精度よく制御することは困難

マニピュレータの各部の質量に基づく慣性力や
粘性に基づく力がマニピュレータの運動に及ぼす
影響が次第に大きくなり，無視できなくなるため

理由

マニピュレータの運動を高速化しようとしたり，

マニピュレータの各リンクの質量が大きな場合



動力学の必要性

マニピュレータを高速に，かつ精度よく制御する

マニピュレータの運動に影響を及ぼす各種の力を
考慮した方法を取る必要がある

このため基礎となるのが

動力学

その基本は

運動方程式



ラグランジュ法

マニピュレータの特徴

マニピュレータの各リンクが剛体からなり，それ
らが関節を介して力の干渉を受け，互いに位置
を拘束しながら運動するシステム

各リンクが関節を介して干渉する力を考慮しながら

運動方程式を導くのは容易ではない．



ラグランジュ法

煩雑さを避け，見通しよく運動方程式を導く方法

対象物体の運動を記述するのに適した

一般化座標を考え，それを用いて記述した

エネルギーを用いて運動方程式を導く方法

ラグランジュ法



運動方程式の導出と物理的な意味付け



運動方程式の導出と物理的な意味付け
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(2.2)

Qiがポテンシャルから導かれる場合は，ポテンシャルをUとして，
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(2.3)

L=TｰUで表されるラグランジュ関数Lを導入すると，
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(2.4)

ポテンシャルで書き表せない力をQ´iのように書けば，

一般のラグランジュ

の運動方程式



ラグランジュ法による
一般のマニピュレータの運動方程式の導出

まず、マニピュレータを構成する

各リンクの運動エネルギを求める

運動学の表記を利用して

基準座標系に対するリンクの重心の並進速度と
各リンク座標系に関するリンク重心点回りの角
速度を求める



重心の並進速度
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リンクiの重心の(i‐1)座標系に対する位置ベクトルを

i-1pgiとするとベース座標系(0)では

 Tgi gigigi
zyx pppv  000

(2.8)

Ai： (i‐1)座標系から(i)座標系への変換を表す同次変換行列

0Ti-1：0～i‐1の各関節変位をパラメータとする関数

時間微分は各関節変位の時間微分の関数
時間
微分



角速度
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  (2.9)

リンクiの角速度ベクトルは0～iｰ1の関節のうち，

回転運動を持つものによって生じる．

(iｰ1)座標系からみたリンクiの角速度ベクトルは

次のように表される．

軸方向の単位ベクトル：

座標系への回転行列座標系から：
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角速度
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(2.9)式の両辺に左より をかけると，R
i

i 1

(2.10)

したがって， を順次，根元から先端リンクの方向に向かって

計算することにより， 求めることができる．

0～i－1の各関節の角速度ベクトルをi座標系に変換して

加算したものとなっている．
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リンクiの運動エネルギー
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並進運動のエネルギーと回転運動のエネルギーの

和として，リンクiの運動エネルギーは

ンソルの重心に関する慣性テ：リンク

の重心回りの角速度：リンク

の重心の並進速度：リンク

の質量：リンク
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総運動エネルギーと総ポテンシャルエネルギー

(2.12)
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マニピュレータの総運動エネルギーTは

外力として重力場のポテンシャルを考えると，

位置エネルギーuiは

(2.13)

総ポテンシャルエネルギーUは
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重心の位置座標の固定座標系に対する：リンクipgi



ラグランジュ方程式

(2.15)i
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ラグランジュ関数をL=TｰUとし，ラグランジュ方程式に

代入すると，以下のように運動方程式が求められる．

基づく力で発生されるトルクに：関節アクチュエータiQ



ラグランジュ法によるSICE-DDアームの運動方程式

図2.2 SICE-DDアームモデル

SICE-DDアーム

•２自由度の平面リンク

•水平面を可動範囲とするので
重力の影響は無視



ラグランジュ法によるSICE-DDアームの運動方程式
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座標系(iｰ1)から座標系(i)への変換をAiとすれば,
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したがってリンク1，2の重心点pg1，pg2は
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ラグランジュ法によるSICE-DDアームの運動方程式
(2.18)，(2.19)式を時間微分して求まる重心点の

固定座標系に関する並進速度ベクトルvg1，vg2は
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ラグランジュ法によるSICE-DDアームの運動方程式
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ラグランジュ法によるSICE-DDアームの運動方程式

これらを(2.11)～(2.14)式に代入して，全エネルギーを求めると
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となり，この場合ポテンシャルエネルギーはないので，

これがラグランジュ関数となる．
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ラグランジュ法によるSICE-DDアームの運動方程式
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θM

θ1θ2を一般化座標と考え，(2.15)式より運動方程式は

以下のようにまとめられる．

ただし，

であり，τ1τ2は各関節の駆動トルクである．

(2.27)



ラグランジュ法によるSICE-DDアームの運動方程式
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izzgI はリンクiの重心点回りz軸に関する

慣性モーメントで以下の慣性テンソルの要素である．

ここで



End
順動力学と逆動力学
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